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CAPITOLUL |

Grupuri finite

&1. Grupuri abeliene finite

1.1. Definitie. Fie Gun grup siH,H,,....H,C G, n subgrupuri ale
grupului G, n>1.Numim produsul (intern) al acestor subgrupuri (in’aceasta
ordine), submultimea notatd cu H, H,...H, C G si definitawprint

HH,.. .H={xx,.x | xeH, x,&,,..,%eH }.

1.2.Propozitie. Daca H,KCG sunt doua subgrupuri ale grupului G,
|H|-|K]
|HNK|

Demonstratie. Fie ¢ : H xK-—»HK , p(hsk)=hk. Deoarece conditia
@ (h,k)=p(h,,k,) se scrie hk=h/gsautinca h,'h=kk '=ze HNK, deducem
cah=hz"'sik,= zk, cugz atbitrandin K Gum exista| H K | perechi de

atunci|HK |=

forma (hz’l, zk),cénd z deserieimultimea H N K, rezultd ca pentru orice ae
eIm ¢, contraimaginea luig@’prin ¢ contine exact| H N K |elemente.intrucat

HxK = ¢ (d) silm p=HK,g3sim |H||K|=|HxK|=Y |¢ ' (a)|=

aclmgp aclmg
| HAK -3 1=|H K-\l =|HAK| | HK|, de unde | HK|= LK
aclmgp |HﬁK|

1.3.Propozitie. Daca G este un grup comutativ, atunci produsul finit

al.oricaror# =1 subgrupuri ale Iui G este tot un subgrup al grupului G.
Demonstratie. Fie H,H,,..., H, G, n subgrupuri ale grupuluiG.

Atunci, pentruorice x,yeH, H,... H, putem scrie x=hh,...h,,y=nr,...r,
cu h;,reH; Vie{l,2,...,n}. Deoarece grupul G este comutativ, obtinem:
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
xy =(hhy.. h)H 1y . )=(h )y ). (b, ) eH H,..H .O
Scopul acestui paragraf este acela de a stabili conditii n care sa se

verifice reciproca afirmatiei de mai sus.
Daca G este un grup, notam cu C submultimea lui G definita prin



C={xeG/xa=ax,YaeG}.Se stie ca C formeaza un subgrup comutativ al

grupului G, numit centrul luiG. De asemenea, pentru orice elementa G,
notam cu C(a)={xeG/xa=ax}, care este iarasi un subgrup al grupului G,
numit centralizatorul luia in G.Definim in continuare relatia de conjugare pe
grupul G prin :a~b daca si numai daca existd xeG astfel incata.=w_'bx.

non

Aratam c& "~"este o relatie de echivalenta pe G.

1) Desigur,pentru orice a€G avem a=e 'a e, cuédeG,de undea=a.

2) Dacaa~bdina=x"'bx, cuxeG obtinemb=xa%. =(x ' )71ax_1.
Cum x'eG, rezultd b=a.

3) Fiea,b,c G astfel, incataxbsib~c.Auncia=x"'bx,b=y 'cy,
cux,yeG.Din yxeGsia=x"'(y 'cy)x=(yx) 'c(yx), deducém ca a=c.

Deci "=" este o relatie de echivalghta'pe G.

Convenim ca pentru orice a €, sa notam cu €, clasa de conjugare
cu reprezentantul a. Avem:

C,={beG/b~a}={PeG Mbo=x"a x,x&G)={x""ax/xeG}.

1.4.Propozitie.Daca G este un grup finit, atunci numarul elementelor
din clasa de conjugare a,elementului &€ G coincide cu indicele subgrupului
C(a)inG.

Demouistratie.Conditia x5ax=)"'ay, cu x,yeG, devine: (yx ') a=
=a(yx e yxiteCla) < E(@x=C(a)y.in definitiv, prin negare, gasim
echivalenta:x'ax# y2ap<> C(a)x #C(a)y, de unde afirmatia. O

Fireste, pentru orice a €C, avem C,={x 'ax/xeG }={(x"'x)a/xeG}=
={a/xe G }={a}, adica orice sistem complet de reprezentanti ai claselor
de conjugare pe.G contine toate elementele centrului C

1.5.Teorema. Fie G un grup finit.Atunci,

ordG=o0rdC+) [G:C(a)] (ecuatia claselor),

unde suma de mai sus se extinde dupa elementele unui sistem complet de
reprezentanti ai claselor de conjugare, care nu apartin lui C.

Demonstratie. Fie a,,a,,..,a, un sistem de reprezentanti ai claselor

q
de conjugare pe G. Din G:g_JICaigi CaimCaj:(Z),‘v’i,je{1,2,...,q}, cu i#j,
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CAPITOLUL Il

Inele de polinoame

&1. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ

Peste tot,inelele si subinelele le vom considera nenule“si unitare.

1.1.Propozitie. (feorema impartirii cu rest). Fie 4 unfinel’comutativ
sig=a,X"+..+a,X+a,cAlX],cugrad(g)=m,m=>1 _Daea elementul &
este inversabil in inelul 4, atunci pentru orice pélinom £ dinA[X ] exista in
mod unic polinoamele &, 7€ A[X ] astfel incat f=ghs+r st grad (rj<in.

Demonstratie. Existenta proprietatii o vom demonstra prin inductie
dupa gradul lui f. Daca grad(f)<m,luam#n=0sir=f. Sa presupunem ca
grad (f)>m si afirmatia adevarata pefitruforice polinom-din’ 4[.X ] de grad

n .
mai mic decat gradul lui f.Fie =) bX "€A[X], cuigrad(f)=n si n>m.Cum
=0

fi=f-a,'b,x""g verificd'conditiile presupunetii inductive, exista &, re ALX]
astfel incat f'=gh,+r si grad@) <m.Punand h :a,;]b”X"”"+hl e A[X], gasim
f=f+a,'b x" Pe=ghsida 'b xX"g=gh+r,ceea ce trebuia aratat.

Unicitatea afirmatiei.Dacs ar exista polinoamele /', 7'e A[ X]incat
f=gh'+r'si grad@y<m, dih r=r'=(f-gh)-(f-gh")=g(h'-h), obtinem:
(1) gn>grad(r-r')=grad (g (h'-h)).

S .
In presupunerea ca h'~h,fieh'-h=) c¢;X'€ A[X],unde seN si ¢;#0.Din
i=0
S+m

Dsig(h'-h)= Z(:) dX,cud, =a,c,putemscriea,c,=0.Asadar, c,=

m-Ss
=a,'(a,cd=a,"-0=0, absurd.Prin urmare /'=/ si totodata r— r'=g (h'- h)=
=g-0=0,adicar=r'.0
1.2. Teorema lui Bézout.Fie 4 un inel comutativ.Daca feA[X]este

un polinom neconstant, atunci elementul & din A4 este o radacina a lui f daca
si numai daca X—a divide f .
Demonstratie. Fie g =X—a €A[X].Conform teoremei impértirii cu
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rest, exista h,r € A[ X ]astfel incat f=gh+r si grad(r)<l.Demonstratia se
incheie observand ca f(a)=g(a)h(a)+r=r. O

Fireste, daca L este un corp comutativ, inelul de polinoame L[ X]este
euclidian, caci in L[ X ]are loc teorema impartirii cu rest a polinoamelor.Prin
urmare, in inelul L [X]sunt verificate toate proprietatile aritmetice ale inelelor
euclidiene, proprietati stiute de la inelul numerelor intregi Z , cu.demonstratii
asemanatoare.

Fie K un corp comutativ si g =Z al.XieK[X] un‘pelinom de grad 7,
i=0

n>1. Conform teoremei impartirii cu rest, aplicata in K [X, oricaruidpolinom
Jf din K [X] 1i corespunde in mod unic doua polinoame ¢, r &K [X ] astfel
incat f=gc+r sigrad(r)<grad(g).

Un rationament simplu arata cal singurele polineame din K[X] ce
dau prin impartirea lor la g restul 7 sunt.cele de formangh+r,cu he K [X]si
numai acestea.De aceea, multimea { @4 +r/he K [X]} se numeste clasa de
resturi a lui 7 si-o vom nota cU* iafmultimea

KX1/gs{%]r K[X], grad(r)<grad(g)},
se numeste multimea claselerde resturivnodulo g .

In aplicafii, esté adésea util“sa descriem clasele de resturi si prin
alte polinoame caré‘apartin acestora” Prin definitie vom pune:

f=fmodg VfeK[X],
unde'prin f mod g s-a notatrestul impartirii lui f la g .

Desigur, ];zhA daca si numai daca polinoamele f si s dau acelagi rest
prin‘impértirea lor la g, adica,daca si numai daca g divide /- 4.1n particular,
daca fzﬁ §i];1=};1, avem: f=h+gc, fi=h+gc,,cuc,ce K[X]. Atunci,

f*+fi=h+h+(c+c)-g si ffi=hh+(hcirch+cc g)g,

de unde,
f+fi=h+h,si ffi=hh,.
Acest rezultat, permite definirea corecta a doua operatii algebrice pe
multimea L=K[X1/g, notate tot aditiv si multiplicativ, si anume:

frh=f+hs Th=1h
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CAPITOLUL III

Inele

&1. Extinderi finite de corpuri

Peste tot in acest paragraf, corpurile le vom consideraycomutative,
Fie KZL o extindere de corpuri.Fireste, se stie ca intefseetia tuturor

corpurilor, extinderi ale lui K, care contin elementele date'e,, @, o, din
este de asemenea un corp si este cea mai mica gxtindereja lui K ce contine
elementele a,,a,....a, . 1l notam cu K («, a,,..,&, )isi se ndmeste.éxtinderea
lui K generaté de elementele o, q,,...,, .Punand:
Ky, a)={f (..o ) fEK[X, ..., X, g

se verifica cu destula usurinta ca:

) K(«y,...,a,)=K,daca sintmai dacd e n..;a,€K .

2) K(ay,...,a,) =K (.4, 0@, .5 04, )3V 1<i<n.

3) K[a,,....a,este cel'mai mic subinel al lui L care-| contine pe K
si elementele ,,..,@, . 1A plus, K[, A0 1<K (..., ;).

Un rol importantin‘acest_paragraf il au extinderile finite de corpuri.
Astfel, extinderea L a lui K este*finita, dacéa exista in corpul L un numar finit
de elemente nenule'si distinéte o, «,,..., &, , n >1, cu proprietatea ca orice
P el se poate scrie inumad-unic sub forma unei combinatji liniare de aceste
elemente si cu coeficienti din corpul K, adica:

B=aa+a,a,+.. +a,a,,cud,...a,.eK.

n’n?’
Un sistem de elemente ¢, ..., «,, ce verifica proprietatea de mai sus

se numeste'baza a extinderii lui L peste K .
Se demonstreaza imediat ca sistemul «,,..., @, € L reprezintd o baza

alui L peste K daca si numai daca:
1) Pentru orice € L,existé a;,...,a, €K astfel incat g=a,a;+..+a, .

2) Din egalitateaa,a,+...+a,a,=0,cua,,...a cK,rezultda,=a,=...=

=a =0.

n



48

Orice sistem de elemente &, ,,...,&t, care verifical), desemneaza
un sistem de generatori ai lui L peste K .

Un sistem de elemente , &, ..., care verifica 2), se numeste liniar
independent peste K .In caz contrar, sistemul se numeste liniar dependent

peste K.

1.1.Propozitie.Fie K < L o extindere de corpuri si «, , «, &, 0Wbaza a
lui L peste K. Atunci, pentru orice f3,,..., 5, €L, cu m > n, exista elementele
b.,b,,....b,cK, nu toate nule, astfel incath, g +...4b, pr=0.

n
Demonstratie.Conform ipotezei,avem: 8=y g, ,cudyeK,Vi=
. KA

=l,...,m,Vj=1,...,n,ceea ce arata ca sistemul'liniar,
" { a, X +..&a, %= B

Ay, a&,....q,, B
A:(..u. ..... 1')$‘B=“1'1 .....

Deoarece sistemul((l) este compatipil, rangul matricei A coincide cu rangul
matricei extinse ‘BiFi€ rang (4Y< . Putem presupune, fara a restrange din

a,....a,

generalitate, ca determinantul submatricei A,,= este nenul. Cum

a a

riecrr

a. p =0 care, dezvoltat dupa ultima coloana,
rr r

ar+1 1°°° ar+l r ﬂrH

ne asigura ca existd elementele b,,b,,..,b,.,€K,unde b, este determinantul

r<m<m,rezulta

matricei 4,, pentru care b, B +..+b =0 si totodatd b, ,,#0. Afirmatia este

r+1F-r+1
evidentad dacd m=r+1.Im caz contrar, punem b,=0pentrui=r+2,...,msi
obtinemb, f,+...+b,,, B..,+...+b, ,=0.0

Fiea,,...,a,, si respectiv f,,..., B, doud baze ale lui L peste K. Daca
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CAPITOLUL IV

Corpuri finite
&1. Automorfismele unui corp finit

Prezentam fara demonstratie urmatorul rezultat extrem de important
n teoria corpuirilor finite:
1.1. Teorema (Wedderburn). Orice corp finit este comutativ.

Daca L este un corp finit cu p” elemente, p—prim,iatunéi ordinul
elementului unitate in grupul aditiv (L, +) este p.Degi ZPQL. intrucat preste
prim, rezultd p divide C, Vke{l1,2,..,p—1}, de unde (x4 p) =x"+", ¥,y €L.
Prin generalizare, gasim:

(x+y)”m: X7+ y”m, Vx,yeLl,VYmeN.

1.2.Propozitie. Fie L un corp finitf Atunéiorice fanetie /:L—L este
functie polinomiala.

Demonstratie. Fie L={c,,cf.. %@, } , cu m=}L|si sistemul liniar

xo+@,x, R x, LR ¥, = f(a))
(S) X, Mo, Yyt F ol Bx, S ' x, = f(a,)

n

in necunoscutelex,, x4..,x, €L, Intrucat determinantul matricei sistemului
este:

n=2 _ n-1
I'ep.... o "¢
la, ..l o
A=|” 72 2 2= ||(al.—ocj)¢0,

............................. lSj<i§n

la, ...a, " «a,
rezulta ca exista in corpul L elementele unice b, b, ,...,b,; pentru care:

-2 -
bot+ayby+.4a b, H+a b, =1 ()

-2 -1
by+a,b +..+a5 b, ,+ay b, =f(a,)

-2 -1
by+a,by+.+a, b ,+a, b =f(a,)
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Notand cu g=b, | X" '+...+b,X+b,, gcL[X], putem scrie g(x)=
=f(x),VxeL,ceea ce trebuia demonstrat. O

Fie f, g €L[X]astfel incat grad( f)=m,grad(g)=n,m<nsi fie
McL,culM|=1,unden<l.Daca f(x)=g(x),VxeM atunci (f—g)(x)=0,
VxeM.Cum f—gell[X]si grad(f—g)<n<lI, suntem in conditiile preprietatii
1.11, capitolul II. Astfel /=g, de unde f(x)=g(x),VxeL.

1.3.Propozitie. Daca L este un corp cu # elementéyu =27atunci orice
endomorfism neconstant f: L — L, de monoizi multiplicativi, este de forma
f(x)=x",undemeNsil<m<n-Il.

Demonstratie.Conform proprietatii 1.2, exista' g€ L[X] de forma g=
=a, X" +..+a,X+a, astfel incat g(x) =/ ()yx €L . Gum’endomorfismul
[ este neconstant, putem scrie grad(g)>1"Fie m cel.mai mare numar din
multimea {1,2,...,n—1} pentru care a, #A0.Atunci 1<m<n—1si totodata f(x)=

=a, X" +..+a,x+a,,Vxe L. Intrucat:
(1) fQW=/ LWV, yeL,
obtinem:a, x" y"# .+ @ xyta,=f(x)(a, y" +...+a,y+a,),Vx,yeL

<a, (X" =PV +. fa, (x2/ (X)) y+a,(1-/(x)) =0,Vx,yeL .
Mentinandu-I pe xfixat, conform proprietatii 1.11, capitolul Il, gasim:

@, (x" = f(x))=0

2

a,(x—f(x))=0
a,(1-f(x))=0
Dara,#0deci f(x)=x",VxeL..Se observa usor ca functia 1 astfel definita

verifica (1), adica reprezinta un endomorfism de monoizi multiplicativi. O
1.4. Propozitie. Fie L un corp cun elemente, n >2 . Atunci, functia

f:L— L este un izomorfism de monoizi multiplicativi daca si numai daca
existameN, cul<m<n-—1si(m,n—1)=lastfel incat f(x)=x",VxeL.
Demonstratie. Fie f:L—> L un izomorfism de monoizi multiplicativi.
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CAPITOLUL V

Caracterizarea corpurilor finite folosind ecuatiile algebrice

&1. Grupul unitatilor unui inel finit de caracteristicd p, p— prim

Daca L este un corp finit de caracteristica p, atunci Zy este'eel mali

mic subcorp (in sensul incluziunii) al corpului L. Fireste, cenformgproprietatii
. 3 - * ~ .
3.4,cap.lll, existd un numarneN pentru care | L|Zp". Deoartece inmultirea

definita pe L induce pe L’ o structura de grup £u p"—1l elementededucem
ca xp"’lzi,‘v’xeL*, de unde x”"=x,VxeL. Acest rezultat aratd ca radacinile
in L ale polinomului szpn—Xe 7.,1X] sunt distincte doua cate doua si, mai
mult, reprezinta cele p” elemente alescorpului L. Asadar, L este o extindere
algebrica a corpului Z,,.

1.1. Propozitie Fie L un corp cu p”relemente, p—prim, p, n € N
Atunci pentru orice xe L, avem: Xt ¥ x? e Z,.

Demonstratie. Pentru orice element xe L, rezulta x”"= x.Fie a =
=x+x"+x" +. " Cum carpul L este finit,deci comutativ, obtinem o¢”=
:(x+x"+xp2-i-...+x”n_1 )pzxp+x”2+..+ "y x”nzx+xp+..+xpn_1:a.A§adar,
o este oradacina in L a_polinomului f=Xp—XeZp [X].Intrucat radacinile
in L.ale acestui polinom sunt elementele lui Z, , deducem cda €Z,. O

1.2.Propozitie. Daca L este un corp cu|L|=p",unde p,neN, p—prim
si n>2, atunéi exista xeL astfel incat 1+x” ' +x” +...+x?" =0

Demonstratie. Deoarece Z; este un subgrup al grupului multiplicativ
L', deducem ca relatia"~" definitd pe L prin x~y dacéa si numai daca xy_le

EZ; este o relatie de echivalenta pe L.

n—1 n-2 A
Fie polinomul f=X" +X” +..+X"+X-1€Z,[X].Fireste, conform
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n-1

* . o A . . 2
proprietatii 1.1, pentru orice xeL existda €Z, incatx+x"+x” +.+x" =

~ o . * v A N .
=qa. Dacé pentru un anumit element xe L, rezulta a# 0, atunci:

f@" =@ @D (@) (@ ) -1=
:&’l(xpn71+x”n72+...+x”+x)—i:&’1-& ~1=0;
ceea ce inseamna ca elementul @ - x este o radacina i'L a polinemului b
Dar&_1~x~x, deci &’l-xer, unde C, desemneazé,clasa deyechivalenta cu
reprezentantul x. Vom aréta ci a -x este unicafadacing in C. a pofinomului

f. Intr-adevar, pentru orice elemente u,v, radacini‘if Cx ale lui f+ avem:

Ut ul o ru? =P v+ v =] cum U2y, rezulta u :l;v,
cu l;eZ; .Din sirul de egalitati: l=u+urd. 4 u"n_l:(l;v)+(3v)p+...+(ZA)v)pn_1:
:Z;(v+vp+...—i-v"’H )=l;, dedueemi=". In consecinta, daca exista in L’
elemente x pentru care x+xp+xp2+...+x”n_leZ:, atunci in clasa C, se afla
exact o radacina a polingmuluilyf . Sa presupunem acum ca pentru orice xe
€L’ obtinem xix?+x Bl + x"'Ce Z,.In acest caz, fiecare clasa C, , cu
xel va contine eate ofSingura(radacina a polinomului 1. Intrucat reuniunea
tuturor.claselor de echivalenia, disjuncte doua cate doua, coincide cu L*,

deducem’ca numarul radacinilor distincte din L ale polinomului f coincide
cu numaérul acestor clase de echivalenta.Dar|C, |=|C, |=|Z; |=p—1si f(6)=

==1#0, asa ca polinomul 1, de grad p"~, admite in corpul L un numar de

[L*:Z; ]:];—__llzp”_1+p"_2+...+p+1 radacini distincte, contradictie. Prin

- * 2 n-1 2
urmare, existd un element xeL pentru care x+x”+x” +..4+x” =0.Cumx
n-1

-1

~ _ _ n,l ~
este inversabil in L, rezultd 1+x” .. +x” '=x"'(x+x’+..+x" )=0.0
Fireste, se pune problema de a studia daca nu cumva egalitateadin
propozitia 1.2 se verifica si in cazul unor structuri mai generale si anume ale
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CAPITOLUL VI

Radacinile unitatii unor corpuri numerice

&1. Radacinile unitatii unui corp patratic

Fie 8 un numar liber de pétrate, adicad un numar intreg hedivizibiliprin
patratul unui numar prim.Deoarece numerele —/0 si V6 reprezintacele doua
radacini in C ale polinomului g:X2—6’ eQlx1siVo ¢ Q,deducem ca g este
ireductibil peste Q. Asadar, operatiile de adunarefsi inmultire*din C induc pe
QWo)={f(0)/fQlx], grad( /)<1}={a+bJBlasbcQ} o structura de
corp comutativ, numit corp patratic.

Notand cuQ(@)" subgrupul multiplicativ al elefiertelor nenule ale

monoidului Q(V9), intereseaza gasirea,multimii tuturor, Stbgrupurilor finite al
acestui grup.
1.1.Definitie. Se numeste‘intreg algebric.orice numar complex «,

pentru care existd un pélinom unitér '€ Z[X{astfel incat f(a)=0.

Fiea :g gou phqeZ,q + 0,0n intreg algebric dat.Intrucat ¢ divide

1, rezultd @ =% PeZ. Prin urmare,orice intreg algebric rational este un numar

intreg.
Fie @ un numéarreal arbitrar.Avem:

1.2.Propozitie.Pentru orice neN, existd un polinom Jf.€Z[X], unitar
si de grad n, astfel.incat 2 cos(n0)= £, (2 cos 0).

Demonstratie. Inductie dupa variabila 7 .Scriind S,=2cos(n6),ne
eN;, din 2cos(n—1)0cosO=cos(nd)+cos(n-2)f, rezults S,=2c0s6-S, ,—S, ,,
Vn>3. Fireste, afirmatia este evidenta pentrun=1,caci2cos 0 = f;(2cos 6),
unde f=X€Z[X]. Din2cos(20)=2(2cos’0-1)=(2cos )~ 2=£,(2cos 9),

cu f, =X*2eZ[X],rezults ca afirmatia se verifica si pentrun =2.
Sa presupunem n >2 si afirmatia adevarata pentru orice numar ke
€{l,2,...,n}. Atunci, exista polinoamele f,_, , f, € Z[X]. unitare si de grade
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CAPITOLUL VII

&1. Exercitii si probleme propuse.

1.1. Fie G un grup finit cu n elemente, H ={xeG/x’=e}, unde e reprezints
elementul neutru al grupului G si fie p numarul elementelor |4 . Aratatirca:
a) |[HNxH |22 p—n,VxeG.
3n

b) Dacép>7, atunci grupul G este comutativ.

<p£3—n

4

n

> , atunci grupul G este necomutativ

Olimpiada Nationala / 2010
1.2 Un grup G are proprietatea (P) daca, pentru orice autemerfism £ al lui
G, existd doud automorfisme g si/ ale |ui G astfel incat f(x) = g(x)-h(x),
Vxe(G.Sa se arate ca:
a) Orice grup care are proprietate@y( P)este comutativ.
b) Orice grup finit comutatiwde Grdin impar are proprietatea (P).
¢) Niciun grup finit de;ordin4nt2 ,n €N, nlnare proprietatea (P).
Olimpiada Judeteana / 2013
1.3. Fie A o multime nevida si /" o~multime finita de functii injective, cu
domeniul si codomeniulmultimea 4.Daca legea de compunere a functiilor
este operatie algebrica peste F',sa se arate ca (F,o) este un grup.
1.4. Fie A un inelunitar, fara divizori ai lui zero diferiti de zero si O muliimea
tuturorsubmultimilor lui~4'~formate cu cate m elemente, m>1.Pentru fiecare
xeA siaeO,notam cliax={ax|aca}eO.Sa se arate ca:

c) Daca

i) Aplicatiax:0— O, X(a)=ax verificd Xy =yoX, Vx,yed.

ii) Multimea G, ={x A’ | X(c)=c:} formeaza un subgrup multiplicativ avand
ordinul un divizor al lui m.

1.5. Fie Gun grup finit cu n elemente (n>2 ), m cel mai mare divizor al lui
n diferit de n,iar AC G, A#(D.Sa se arate ca dacad mai mult de m elemente
din G comuta cu toate elementele multimii 4, atunci toate elementele lui G
au aceeasi proprietate.Ce se intampla in cazul A=G ?

1.6. Fie G o multime pe care s-a definit operatia algebrica asociativa
avand proprietatile:

1) deeG, efixat astfel incatecx=x,VxeG .

"
'O'

2) Vxe(G,3x'eG, astfel incat x'ox=e.
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Sa se arate ca (G,o) este grup.

1.7. Fie (G, +) un grup ciclic de ordinul n, n >2. S& se arate ca numarul
legilor de compozitie "+ " definite peste G ce-i confera tripletului (G,+,*) o
structura de inel unitar este ¢ (n), unde ¢ desemneaza indicatorul lui Euler.

1.8. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca exista un endomorfism#:G=>G,
astfel incat f(x’y°)=x"y’,Vx,yeG.S4 se arate ca:

a) Grupul G este abelian.

b) x’=e,VxeG, e fiind elementul neutru.

1.9. Se dau H un subgrup nenul al grupului (IR, +) sth€ H, b0 fixat.Sa se
arate ca:

i) H,={kb|keZ} este un subgrup al grupului (1, +).
ii) H,=H daca si numai daca|b|reprezinta‘eel mai mi¢ humar pozitiv din
H.
1.10. Fie G={4eM ,(C)/det(A)=tIgiH ={ Ac M, (C)/det(A)=1} .Sa se
arate ca multimile G si H formeaza,dotia grupuri multiplicative, neizomorfe.
Olimpiada Judeteana / 2006
1.11. Determinaii ecuatia ‘¢u, coeficienti reali de forma: x*+ax’+bx+c=

_ Xty
X*y——l_xy

1.12. Pentru un grup (G, %) $i.4, BEG submultimi nevide, notam cu A*B=
={a*blacA,beB}.

a) Sa se arate ca daca neN, n>3, atunci grupul (Z,,+) se poate scrie

subforma Z,=A+ B, unde A si B sunt doua submultimi nevide ale luiZ, cu
A#Z, ,B#Z,si|[ANB|=1.

b) Daca(G,*) este un grup finit si 4, B sunt submultimi ale ui G iara €
€G\(A4*B), sa se arate ca functia f:4—>G\B dati de f(x)=x"'+a este
bine definita si injectiva. Deduceti ca daca|A|+|B| >|G|, atunciG=A*B .

Olimpiada Judeteana / 2007
1.13. Fie G un grup cu m elemente si H un subgrup propriu al sdu cu 7n

elemente. Pentru fiecare xeG notam cu H *={xhx"'/heH } si presupunem
ca H'nH={e},VxeG\H.



