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Stimate cadre didactice/dragi elevi,
Va multumim ca si In acest an scolar ati ales sa utilizati auxiliarele din colectia Mate 2000+!

Mate 2000+ este cea mai longeviva colectie din domeniul educational la nivel national si, pentru
multe generatii de elevi, astazi parinti, reprezinta sinonimul reusitei in cariera si de ce nu, in
viata. Conceputa si gandita de un colectiv de specialisti In domeniul educatiei ca un produs
unic pe piata editoriala din Romania, MATE 2000+ a reusit sa se impuna, fiind in acest moment
lider pe piata auxiliarelor scolare dedicate matematicii.

Tehnologia a evoluat, vremurile s-au schimbat, iar toate acestea ne fac s credem ca si modul de
abordare a predarii se va schimba treptat. Fideli dezideratului de a oferi elevilor informatii
de un real folos, avem deosebita placere de a va prezenta Aplicatia MATE 2000+. Creata intr-un
mod intuitiv, disponibila atat in Apple Store, cat si in Play Store, cu sectiuni dedicate elevilor si
profesorilor, aplicatia imbogateste partea teoretica din auxiliarele noastre.

Rolul aplicatiei MATE 2000+ este de a oferi elevilor posibilitatea de a urmari intr-un mod
sistematizat continuturile esentiale din programa, iar pentru profesori reprezinta un sprijin
important pentru organizarea eficienta a lectiilor, atat la clasa, cat si in sistem online.

Va dorim o experientd de utilizare excelentd!
Echipa Editurii Paralela 45



CUVANT-INAINTE

Seria ,,Mate 2000 Standard”, adresata elevilor de clasele V-VIII, a aparut
din necesitatea sistematizadrii si a interpretdrii creative si aplicative a notiu-
nilor din noua programa de studiu, in scopul armonizarii practicii scolare cu
setul de competente impus de programa si cu specificul subiectelor de examen.
Prin ea se urmareste trecerea de la formarea notiunilor si a deprinderilor
elementare de operare cu acestea la dezvoltarea rationamentului matematic
riguros.

Autorii au modelat conceptele si notiunile abstracte firesti domeniului
astfel incat elevul sa vada si sa exerseze aplicatiile practice ale matematicii,
tiind pus permanent in situatia de a adapta aparatul teoretic la necesitatile si
la provocarile vietii de zi cu zi. Invatarea devine, prin aceastd deschidere citre
realitatea concretd, placutd si necesara.

Fiecare volum incepe cu recapitularea materiei din clasa anterioard, dublata
de testele initiale elaborate in acord cu gradul de dificultate al Evaludrii
Nationale. Capitolele sunt impartite in lectii care pot fi parcurse in 1-3 ore si se
incheie, fiecare, cu cate trei teste sumative ce ofera o imagine fidela a nivelului
de pregatire la care se afld, etapa cu etapa, elevii. Lectiile incep cu o expunere
detaliata si temeinicd a partii teoretice, fapt care asigura o anumita autonomie
a lucrdrii fata de alte auxiliare didactice. Urmeaza un numdr de probleme
reprezentative pentru tematica lectiei, insotite de rezolvari punctuale, care se
constituie In modele de redactare a raspunsurilor. Problemele propuse sunt
gandite gradual, atat ca dificultate, cat si din punct de vedere metodic, incat
profesorul sa le adapteze in mod nuantat ritmului de pregatire al elevilor. Ele
respectd, totodata, pragurile de dificultate specifice subiectelor de la Evaluarea
Nationald, iar cele care depasesc acest nivel — putine la numar - sunt semna-
late prin asterisc. Toate problemele au, la finalul culegerii, raspunsuri sau
solutii. in plus, volumul pentru clasa a VIII-a are, in ultima parte, teme reca-
pitulative din materia claselor V-VII, gandite in spiritul subiectelor de Evaluare
Nationala.

Speram cd lucrarile din seria ,Mate 2000* Standard” vor aduce bucuria
Invatarii pentru elevii carora se adreseazd, iar colegii nostri profesori vor gasi
in ele instrumente utile pentru indrumarea copiilor. Succes tuturor!

Autorii



TESTE INITIALE

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 50 de minute.

TESTUL 1
Partea 1. Scrieti doar litera corespunzitoare raspunsului corect. (4 puncte)
0,5p) 1. Rezultatul calculului 3(\/5 —1) —x/ﬁ este:
A1 B.-3; C. 6v2; D.-642.

(0,5p) 2. Solutia ecuatiei §+ I—Tx = 1% este:

9

A. g; B.11; C.9; D. 0.

(0,5p) 3. Valoarea lui m pentru care perechea (-2, 1) este solutie a sistemului
{ x+3y=-1
este:
mx—y=3

A.3; B.4; Ci1; D.-2.
(0,5p) 4. Lungimea segmentului avand capetele A(1, 2) si B(2, -1) este:

A4 B.5; C. 3v2; D. 10.
(0,5p) 5. Unromb ABCD are «BAD = 30°. Mdsura unghiului ABC este egala cu:

A.90% B. 120°% C. 150°% D. 60°.
(0,5p) 6. Un patrat are aria egald cu 8 cm’. Lungimea diagonalei sale este:

A. 8 cm; B. 4 cm; C. 2\/5 cmy; D. 4\/5 cm.
0,5p) 7. Lungimea cercului avand raza egald cu  cm este:

A. 21 ey B.2n cm; C.m* cm; D. 41 cm.
(0,5p) 8. Aria hexagonului regulat avand apotema egald cu 6+/3 cm este:

A. 108 cm?; B. 72\/5 cm’; C.54 cm%; D. 216\/5 cm?,
Partea all-a.\La uemitoarele probleme se cer rezolvdrile complete. (5 puncte)

1 1 1 1 1 1 1
1 1. Fie numerele a=| —+———|-[7— si b=| ———+— |-/5' =4 . Aflati
fr) (2 3 12) 9 ° (2 3 12} ’

media geometricd a celor doua numere.

p 2. Pretul unui produs este 120 lei. Dupa o scumpire, pretul devine 126 lei.
Aflati cu ce procent s-a scumpit produsul.
(1p) 3. Un trapez isoscel are lungimea bazei mari egala cu 12 cm si lungimea

liniei mijlocii egala cu 10 cm. Aflati lungimea segmentului care uneste mij-
loacele diagonalelor.

Matematicd. Clasa a VIII-a



ALGEBRA

CAPITOLUL
INTERVALE DE NUMERE REALE.

INECUATII IN R

Se

I.1. MULTIMI DEFINITE CU AJUTORUL UNEI PROPRIETATI COMUNE
ELEMENTELOR LOR -E

Dacd, pentru o multime M, putem identifica o anumita proprietate p pe care toate
elementele multimii o verifica si niciun element care nu apartine multimii nu o
verifica (numita proprietate caracteristica a multimii M), vom nota multimea M
astfel:

M = {x | x are proprietatea p}.

Citim: ,,M este multimea acelor x care au proprietatea p”.

PROBLEME REZOLVATE

1. Scrieti, prin enumerarea elementelor, urmdtoarele multimi:
A ={x | x este vocald in cuvantul paralelipiped}; B ={a|aeste cifra, 124 3}
C={xeZ|-2<x<3} D={(x,y)e ZXZ]|x-y=-5}.
Solutie: A={a, e,i}; B=1{0,8,6,9}; C={-1,1,2,3}; D={(-5, 1); (-1, 5); (1, -5); (5, -1)}.
2. Fie multimea A = {8, 12, 20, 27, 30, 45, 106}. Determinati multimile:
B={xeAlx:4};C={xe A|x:9}; D={xe A|x:2six ! 4y

Solutie: B={8, 12,20}; C= {27, 45}; D = {30, 106}.
3. Considerdm, in plan, un sistem ortogonal de axe xOy si notam cu (xp, yp) coordo-
natele unui punct P. Reprezentati geometric multimile:

a)A={P|x,=0}; b)B={P|y,=1}; c) C={P|xp<0}.

Solutie: a)-Elementele multimii A sunt acele puncte care au abscisa egald cu 0, adica
toate punctele axei Oy (figura 1).

b) Elementele multimii B sunt acele puncte care au ordonata egald cu 1, adicd punctele
unei drepte paralele cu axa Ox, care contine punctul M(0, 1) (figura 2).

) Elementele multimii C sunt acele puncte care au abscisa negativad si ordonata ne-
precizata, adicd toate punctele semiplanului deschis cu frontiera Oy, situat in stanga
axei Oy (figura 3).

16 Matematicd. Clasa a VIII-a
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y y B
A ¢
@) x O x
Figura 1 Figura 2 Figura 3

4. Fiemultimile A={xe Z|x=3k+2,ke Z}siB={xe Z|x=32-3p, p € Z}. Aratati
caA=B.

Solutie: Vom demonstra ca A c Bsi Bc A. Fiex € A, adica x =3k + 2, ke 7Z. Atunci x =
=32+3k-30=32-3(10-k). Notand 10 - k=p € Z, obtinem ca x =32 - 3p, decix € Bsi
deducem cd A c B. Reciproc: Daca x € B, rezulta cd x =32 —-3p =3(10 —p) + 2 =3k + 2,
unde k=10 -p € Z. Astfel, x € A si am aratat ca B c A, ceea ce incheie demonstratia.

PROBLEME PROPUSE

1. Scrieti, prin enumerarea elementelor, urméatoarele multimi:
A ={x | x este vocald in cuvantul multime}; B = {x | x este cifrd impara};
C={x| x este cifra a bazei 2}; D = {x | x este numar prim de o cifra}.

2. Determinati elementele urmatoarelor multimi:
a) A={x| 2x5:3}; b) B={x| x32: 2};
) C={x| xx72:9}; d) D ={x| 12x: 4}.

3. Fie multimile A = {=2, 1, 7} si B = {0, 1}. Determinati elementele urmatoarelor
multimi:

a)AuB={x|xe Asauxe B}; b)AnB={x|xe Asixe B};

¢)A\ B={x|xe Asix¢ B}; d)AxB={(x,y)|xe Asiye B}.
4. Determinati elementele urmatoarelor multimi:

a)A={x|xe N¥ 2'<15}; b)B={x|xe Z, x|2};

c) C={x|xe Z* |x|<2}; d)D={x|xe N, 1<x-1<3}.
5. Scrieti cu ajutorul unei proprietati caracteristice urmatoarele multimi:

a)A={0,2,4,6,8}; b)B={0,1,4,9, 16,25, ...}

0 C=1{1,2,4,8); gp={123 250

23456
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CAPITOLUL II

CALCUL ALGEBRIC IN R

11.1. OPERATII CU NUMERE REALE REPREZENTATE PRIN LITERE: EI
ADUNAREA $I SCADEREA. REDUCEREA TERMENILOR ASEMENEA E1 i

1. Pentru a calcula sumele 3v3+5y3 sau 3-7°+5.7° folosim proprietiti ale
operatiilor cu numere reale:

3J3+53 = (3+513 =83 ;
3-7°+5.7°% =(3+5)-7° =8-7",
Daca inlocuim numerele \/3 sau 7® cu un numar real oarecare x, avem in mod
analog:
3x +5x=(3+5)x =8x.
In toate calculele pe care le vom efectua in continuare, prin litere desemnam
numere reale oarecare.

2. In suma algebrica:
3x* ~2xy +y =5,
termenii sunt 3x°, —2xy, y2 si —5; termenul 3x* are coeficientul 3, —2xy are coeficientul

-2, iar y” are coeficientul 1.

3. Termenii —2xy si 7xy, care au aceeasi parte literald, se numesc termeni asemenea.
De obicei, intr-o suma algebricd, termenii asemenea se reduc:

6x>— 2xy + 7xy — 10x° + 3 = —4x* + 5xy + 3.

PROBLEMA REZOLVATA

Fie x siy doud numere reale. Calculati:

a) 9x =7y +3y - 2x;

b) x +4x + 5y — 11x — 12y + 7y;

c) 2(x +3y) - 3(2x —y);

d) (2% —y) ~ (x~3y) — (=x +2y).
Solutie: a) 9x =7y + 3y — 2x = (9x — 2x) + (-7y + 3y) = 7x — 4y;
b) x +4x + 5y — 11x = 12y + 7y = (x + 4x — 11x) + (5y — 12y + 7y) = —6x + 0 = —6x;
€) 2(x +3y) = 3(2x —y) =2x + 6y — 6x + 3y =—4x + Yy;
d)2x-y)-(x=-3y) - (x+2y)=2x—y—x+3y +x -2y =2x.

30
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10.Fiea=x+2y — 3z, b =2x - 3y + z si c = -3x + y + 2z, unde x, y, z sunt numere reale.
Aratati cd a + b + c este numar intreg.

11.Fie x, y, z trei numere reale sia=2x -3y +z,b=3x -3y —z. Calculatia + b sia—b.
12.Fieae Rsix=3a"-3a+5y=-a—a+3,z=2a"+4a-8. Calculatiz -y, x +y — 2,
xtyt+z,x-(y+tz)siy—(x-2).

13.Vlad a cumparat 3 caiete si 2 creioane. Dacd un caiet costa 64 lei, iar un creion costa
un sfert din pretul unui caiet, aflati cati lei a platit Vlad.

14.Se considerd expresia E(x) = 3x — (7x — 5) + (7 — 4x) — (11 — 9x). Calculati E(ﬁ - 1) .

15.Maria a cumpadrat de la piata 3 kg de rosii cu a lei kilogramul, 2 kg de struguri cu
(a +b) lei kilogramul, 5 kg de pere cu (b —a +9) lei kilogramul si 7 kg de ardei cu (12 - b)
lei kilogramul. Cati lei a cheltuit Maria la piata?

16. Un fermier duce Intr-o zi la piata 30 kg de fructe: mere, pere si struguri, pe care le
vinde cu urmatoarele preturi: merele cu 2 lei/kg, perele cu 3 lei/kg si strugurii cu
4 lei/kg. Intr-o altd zi, fermierul vinde aceeasi cantitate din fiecare fel de fructe, cu
urmatoarele preturi: merele cu 4 lei/kg, perele cu 2 lei/kg si strugurii cu 3 lei/kg. Stiind
cd, In fiecare din cele doua zile, el a obtinut aceeasi suma de bani, aflati cantitatea de
mere adusa la piata de fermier (Iintr-o zi).

17. Figura de mai jos reprezinta schematic strazile adiacente centrului civic, cu sens
unic de deplasare, precum si numarul masinilor care au trecut intr-o ora. Stiind ca
stationarea masinilor nu este permisa in aceasta zona, aflati valoarea lui x.

18. Determinati numerele reale a si b, stiind ca b+a = 3a—2b = b—4a .
’ o 13 29 73
19. Calculati:

a)a—2a+3a—4a+5a-6a;

b) x —2x +3x —4x + ... + 19x — 20x;

32
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11.11. INMULTIREA, IMPARTIREA $I RIDICAREA LA PUTERE A FRACTIILOR ALGEBRICE

E5E
PROBLEME REZOLVATE
' =]
1. Calculati:
a)M.x_1,x€ R*;
X 2x
P4x+4 x* -1
b) & 2 i 'xz ,XGR—{—Z,—l,O,Z},'
X +x x -4
2
q) x+3:x +26x+9,xe R-{-3,-1,1;
x-1 x -1
x+1) (x+1)° x* -1
d)( J ( j i ,xe R-{-5,-1,1}.
x+5 x+5 x~+10x +25
—_— —_— 2 —_—
Solutie: a) 2x+3 «x 1:(2x+3)£x 1):2x +ch 3;
x 2x 2x 2x
b) X —dx+d ¥ -1 (x-2)° (x=Dx+1) _ (x=2)(x-1) 2 =8x+2
X +x o xP =4 x(x+1) (x=2)(x+2) x(x+2) X% +2x
9 X+3 X+6x+9 _x+3 (x-D(x+1)  x+1
x-1" x*-1 x-1  (x+3)° x+3’
d)(x+1j5(x+1)3_ X2 -1 _(x+1)2. (x+5° _x+1
x+5 x+5) " x*+10x+25 \(x+5) (x-1)(x+1) x-1
PROBLEME PROPUSE
Efectuati operatiile urmatoare, simplificind pe cat posibil rezultatul".
1. a)x'x+1; b) X (x=2); 0 x+1  x ; d x+2‘x—2.
3 x+1 2 2x-3 x-=1 x+3
2. a) xz-—x+1; b) x3-i5;
x x
1 x+2
o) lx+1)———m; d (x*=9).
)+ 1) ¥ +2x+1 ) x-3 ( )
2x° 6y 1
AY- S py o x*l
3y 4x (x+1) X
o x(x=1) (x+2)° g X 2x+2 x+2
x+2 2(x-1)" x+1 x+2  «

" Presupunem c4 literele apartin unor multimi de numere reale pentru care toate calculele au sens.

62
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CAPITOLUL III

FUNCTII

(=] =]
=

O functie este un triplet (4, B, f), unde A si B sunt multimi nevide, iar f este o'co-
respondenta Intre elementele acestor multimi prin care fiecirui element din A i se
asociaza un singur element din B. Scriem f: A — B.

Multimea A se numeste domeniul (de definitie al) functiei, iar B se numeste
codomeniul functiei. Relatia f (x) = y arata ca valoarea functiei in x € A este y € B;
f se numeste legea de corespondenta a functiei si poate fi data sintetic (prin

111.1. NOTIUNEA DE FUNCTIE

descriere-text, diagrame, tabele etc.) sau analitic (printr-o formula).
Doua functii se numesc egale daca au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si
aceeasi lege de corespondenta.
Daca f: A — B este o functie, atunci multimea valorilor (imaginea) lui f este:
Im f={f(x)lxe A} B.

PROBLEME REZOLVATE

1. a) Se considera sirul de numere naturale 2, 5, 8, 11, 14, ... si functia f : N* = N,
f(n)=3n - 1. Aratati ca primii cinci termeni ai sirului sunt f (1), f(2), f(3), f(4), f (5).
Care este al 100-lea termen al sirului? Dar la 1234-lea?

b) Se considera sirul de numere naturale 0, 3, 8, 15, 24, ... . Identificati o functie
g : N* - N, astfel Incat primii cinci termeni ai sirului sa fie g(1), g(2), g(3), g(4), g(5).
Care este al 100-lea termen al sirului?
Solutie:a) Avem f(1)=3-1-1=2,f(2)=3-2-1=14,f3)=3-3-1=8,f(4)=3-4-1=
=11, f(5)=3+5—-1=14. Al 100-lea termen al sirului este f (100) =3 - 100 — 1 =299, iar al
1234-lea este 3 - 1234 — 1 = 3701.
b) Functia ¢: N* — N, ¢(n) = n* — 1 are proprietatea c& g(1)=1-1=0, g(2) =2°-1=3,
g(3)=3"=1=8, ¢(4)=4"-1=15si g(5) = 5"~ 1 = 24. Al 100-lea termen al sirului este
¢(100) =100” - 1 = 9999.
2. Consideram functia f care asociaza fiecarui numar natural n — ultima cifra din scrie-
rea zecimala a numarului 3". Determinati domeniul de definitie al functiei f, precum si

codomeniul sau, stiind ca acesta din urma are cardinalul minim posibil.

Solutie: Este clar cd domeniul de definitie este multimea N a numerelor naturale.

74
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Deoarece u(3*) = u(81") = 1, rezulta ca u(3*"") = 3, u(3**?) = 9 si u(3***) = 7, oricare ar fi
k € N. Din teorema Impartirii cu rest, orice numadr natural se scrie sub una din formele
4k, 4k + 1, 4k + 2 sau 4k + 3. In concluzie, codomeniul (minimal) este {1, 3, 7, 9}.

3. Un robinet umple cu apa un rezervor avand capacitatea de 1000 /. Volumul de apa,
in litri, care se afld In rezervor la un moment dat este direct proportional cu timpul
scurs de la deschiderea robinetului, In minute, raportul de proportionalitate fiind egal
cu 10. Determinati functia care da volumul de apa din rezervor.

Solutie: Notam cu 7" volumul de ap4, in litri, care se afla in rezervor la un moment dat

Ry

si cu t timpul scurs de la deschiderea robinetului, In minute. Din enunt stim ca ¢

= 10, prin urmare 7= 10t. Observdm si cd tmax = 100, pentru ca rezervorul se umple
dupa 100 de minute. Functia ceruta de problemd este 7": [0, 100] —R, 7{t) =10t.

PROBLEME PROPUSE

1. Consideram A = multimea judetelor Romaniei; B = multimea oraselor din Romania.

a) Corespondenta f : A — B, care asociaza fiecdrui judet orasele din acel judet,
defineste o functie?

b) Corespondenta g: A — B, care asociaza fiecarui judet resedinta sa, defineste o
functie? Aflati g(Arges), g(Cluj), g(Maramures), g(Vrancea).

c) Corespondenta h: B — A care asociaza fiecdrui oras judetul in care se afla,
defineste o functie? Aflati h(Barlad); h(Husi); h(Petrosani); h(Deva); h(Orastie).
2. In care dintre diagramele de mai jos este reprezentati o functie si in care nu?
Justificati raspunsul!

a)

d)

3. Pentru fiecare dintre urmatoarele functii, precizati domeniul de definitie si
codomeniul:
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Geometrie

CAPITOLUL IV

ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

IV.1. PUNCTE. DREPTE. PLANE

1. Punctul, dreapta si planul sunt notiunile fundamentale (de bazd) ale geome-
triei In spatiu. Ele sunt notiuni abstracte (nu existd in realitatea concretd, ci doar in
imaginatia noastra) si primare (nu depind de alte notiuni cunoscute, intelegerea lor
intemeindu-se pe intuitie, pe comparatie si pe transpunerea in viata practica).

Punctul ni-l imaginam ca fiind urma lasata pe o foaie de hartie de un creion as-
cutit. Punctul nu are dimensiuni, nu poate fi confundat cu o bulina.

Dreapta este comparabila cu un fir de atd bine intins, imaginat ca nesfarsit de lung,
dar, spre deosebire de acesta, nu are grosime. Dreapta este o multime de puncte.

Planul este comparabil cu suprafata unei mese, nemarginita in toate directiile.
Planul nu are grosime, contine drepte si este 0 multime de puncte.

In figura 1 sunt desenate un punct A, o dreapta d si‘un plan o.

A d
% /
o
Fig. 1
De obicei, notam punctele cu litere mari si dreptele cu litere mici din alfabetul

latin, iar planele cu litere mici din alfabetul grec.
Planul, desi este nemarginit, il reprezentam printr-o portiune dreptunghiulara a

sa care, In perspectivd, va apdrea ca un paralelogram. Ek 36
2. Propozitii despte puncte, drepte, plane
P1. Prin doua puncte distincte trece o dreapta si numai [=]
una; orice dreapta contine cel putin doua puncte.

Daca punctele distincte A si B apartin dreptei d, atunci B
notam dreapta d cu AB sau BA: /A//
A,Bed, A#B=d=AB=BA.

Spunem cd doud puncte distincte determina o dreapta. Fig. 2

In figura 3, punctele distincte A, B, C apartin dreptei d, D e

iar punctul D nu apartine dreptei d. d
Avem: A,B,Ce d, D¢ d;d=AB,d=AC etc. ° ° °
Punctele A, B, C sunt coliniare, iar punctele A, B, D B C

sunt necoliniare. Fig. 3
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P2. Intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte A a
se poate duce o paraleld si numai una la dreapta /'/d
datd (Axioma lui Euclid sau axioma paralelelor). « _—
Acceptam deci, implicit, ca doud drepte paralele sunt Fig. 4
in acelasi plan.

Daca A ¢ d, existd o unica dreapta 4, astfel incat A € a si a || d; dreptele a si d se
afld in acelasi plan (figura 4).

x D
P3. Fiind date trei puncte necoliniare, existd un plan
si numai unul care sa le contind; Intr-un plan exista A B
cel putin trei puncte necoliniare. X X
Daca punctele necoliniare A, B, C apartin planului o, o x C
atunci notam planul o cu (ABC) sau (ACB) sau (BAC) etc. Fig. 5

Spunem ca trei puncte necoliniare determina un plan.

In figura 5, punctele necoliniare A, B, C apartin planului @, iar punctul D nu
apartine planului o.

Avem A, B,Ce 0,D ¢ o; a.=(ABC), a.= (ACB), o= (BAC) etc.

Spunem ca punctele A, B, C sunt coplanare, iar punctele A, B, C, D sunt
necoplanare.

P4. Daca doua puncte distincte apartin unui plan, A
atunci dreapta determinatd de ele este inclusa in acel \'\],3\
plan. o

A,Be o, A#B= AB c o (figura 6). Fig. 6

P5. Daca doud plane distincte au un punct comun, ‘
atunci intersectia lor este o dreapta.
AcanBazB=>o0nP=d(Ae d) (figura?).

3. Determinarea planului

I. Trei puncte necoliniare determind un plan.

Dacd A, B, C sunt necoliniare si A, B, C € «, atunci
o= (ABC) (figura 8).

IL: O dreapta si un punct exterior ei determina un plan. Fig.7

Daca Ae dsiAe o,dca,atunci o= (A, d) (figura 9).

III. Doua drepte concurente determind un plan. [=]Fd[m]
Dacaanb={0}sia, b c o, atunci o = (g, b) (figura 10).

IV.Doua drepte paralele determina un plan. OF e

Dacaa || bsia, b c o, atunci o= (g, b) (figura 11).

xC XA b /11
x x / X /
o A B o o 0 o

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11
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4. Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

Stim deja cd, In plan, doud drepte distincte pot fi concurente sau paralele.

In spatiu, exista drepte care, desi nu sunt paralele, nu au niciun punct comun (de
exemplu, un om care std drept, In mijlocul unei camere, avand podeaua dreptun-
ghiulard, ar putea sugera o dreapta care nu este nici paralela, nici nu are vreun
punct comun cu una dintre marginile podelei). Doua astfel de drepte se numesc
necoplanare. Prin urmare, in spatiu, doua drepte distincte pot fi: concurente, para-
lele sau necoplanare.

drepte concurente drepte paralele drepte necoplanare

Reamintim ca doud drepte concurente sau paralele sunt coplanare.

PROBLEME REZOLVATE

1. In figura 12 este reprezentat un plan o, trei puncte ne- %D

coliniare, A, B, C, ce apartin planului o si un punct D,

exterior planului. A B
a) Stabiliti pozitia dreptei AB fatd de planul o X x
b) Aratati ca punctele A, B, D determina un plan si /o x C

gasiti intersectia acestuia cu planul o. Fig. 12

c) Care este pozitia relativa a dreptelor AD si BC?

Solutie: a) Deoarece punctele A si B sunt diferite si apartin planului o, rezulta, conform
propozitiei P4, cd dreapta AB este inclusa in planul o.

b) Punctele A, B, D sunt necoliniare, deoarece, in caz contrar, din relatiile D € AB si
AB c 0, am obtine D € g, fals. Asadar, punctele A, B, D determind un plan si (ABD) N
N o =AB.

c) Dreptele AD si BC nu pot fi paralele sau concurente, pentru cd atunci ele ar fi
coplanare si-asta ar insemna cd D apartine planului o, ceea ce este fals. Prin urmare,
dreptele AD'si BC sunt necoplanare.

2. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare (figura 13). A

a) Demonstrati ca oricare trei dintre aceste puncte sunt
necoliniare.

b) Cate plane, care contin cel putin trei dintre punctele A, D
B, C, D exista?

Solutie: a) In primul rand, observam ci punctele A, B, C, D B C

trebuie sa fie distincte, cdci, in caz contrar, ele ar fi copla- Fio. 13
ig.

nare. Dacd, de exemplu, A, B, C ar fi coliniare, atunci dreapta
determinata de ele si punctul D ar apartine unui plan, deci punctele A, B, C, D ar fi
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coplanare, fals. Prin urmare, punctele A, B, C, D sunt coplanare.
b) Sunt patru plane: (ABC), (ABD), (ACD) si (BCD).

3. Consideram patru puncte necoplanare A, B, C, D. Fie
M e (AB), N e (AC), P e (AD)si {E}=MN n BC, {F} =
=NP n CD, {G} = MP n BD (figura 14). Demonstrati ca
punctele E, F si G sunt coliniare.

M

Solutie: Fie d dreapta de intersectie a planelor (BCD) si g
(MNP). Cum E € BCsi BC ¢ (BCD), rezulta ca E € (BCD).
Din relatiile E € MN si MN < (MNP), deducem ca E €
€ (MNP). Asadar E € d = (BCD) n (MNP). Analog ara- E
tam cd F si G apartin dreptei d. Prin urmare, punctele E, Fig. 14

F si G sunt coliniare, pentru ca toate se afld pe dreapta 4.

PROBLEME PROPUSE

1. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare astfel incat AB =AC = AD = BC=CD = DB.
Calculati «BAC + «CAD + «DAB.

2. In figura 15, punctele B si C apartin planului o, iar punctul A nu apartine planului
o. Stabiliti valoarea de adevdr a fiecdreia dintre urmatoarele propozitii:
P:BCco; P, ABc oy P;: punctele A, B, C determina un plan.

3.In figura 16, punctele necoliniare A, B, O apartin planului o, punctul C este exterior
planului o si punctul O se afla pe segmentul (CD).

a) Stabiliti pozitia relativa a dreptelor AB si CD si pozitia punctului D fata de
planul o.

b) Determinati (ABC) M o.

¢) Determinati (ACD) N (BOC).
4.1n figura 17, dreptele a si b sunt paralele si A, B€ a, C, D € b, AC n BD = {0}, iar
punctul P nu apartine planului determinat de dreapta a si punctul C. Stabiliti valoarea
de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:

P,: O apartine planului (4, b), determinat de dreptele a si b;

P,: P € (a, b); P;: (PAC) n (PBD) = PO;

P,: Intersectia planelor (PAB) si (PCD) este o dreapta.

x P
IS
x A O/ xB a A B
/
5 —d ><
/ b
x C

@ X D D C

Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17
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CAPITOLUL V
ARII SI VOLUME ALE UNOR CORPURI

GEOMETRICE

V.1. CALCULUL UNOR DISTANTE SI A UNOR MASURI DE UNGHIURI
iN CORPURILE STUDIATE

PROBLEME REZOLVATE

1. Piramida patrulatera regulatda SPACE are toate muchiile de
lungime a, 2> 0.

a) Aflati masura unghiului format de dreapta SP cu planul
(SAE).

b) Calculati distanta de la punctul A la planul (SPE).

c) Determinati sinusul unghiului format de planele (SAC) /.* _.-
si (SPE). P
Solutie: a) Deoarece prsr PS = OS, rezulta ca «(SP, (SAE)) = «PSO, unde O este centrul

bazei. Intrucat PACE este patrat, rezulta ca PO =% si atunci, din triunghiul POS,

O =90°, obtinem ca masura unghiului PSO este egala cu 45°.

b) Fie M, N mijloacele segmentelor  AC, respectiv  PE. Avem AC | (SPE), deci

d(A, (SPE)) =d(M, (SPE)). Construim MQ L SN, Q € SN. Tinand cont ca PE L SN si PE L

L MN, rezulta ca PE L (SMN), deci PE L MQ. Asadar, MQ L SN, MQ L PE, deci MQ L
MN-SO MQ-SN

1 (SPE), iar d(M, (SPE)) = MQ. Din triunghiul SMN va rezulta 5 5 ,

deci MQ =%.

¢) Fie d = (SPE) N (SAC). Deoarece AC || PE, rezultd ca d || AC || PE. Intrucat triunghiu-
rile SAC si' SPE sunt echilaterale, rezultd cda SM L AC, SN L PE, deci unghiul dintre
planele (SAC) si (SPE) este unghiul MSN. Din triunghiul MSN, exprimand aria in

doud moduri, vom obtine ca sin(«MSN) = % .
2. In figura aliturati este reprezentatd o prisma triunghiulara
regulata ABCA,B,C, avand AB=6 cm si AA, = 6\/5 cm.

a) Aflati distanta de la punctul A, la dreapta BC.

b) Aflati distanta de la punctul A la planul (A,BC).

¢) Aflati masura unghiului dintre dreptele AB, si CC,.
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Solutie: a) Fie M mijlocul laturii BC. Cum AA; L (ABC), BC este inclusa in planul (ABC)

si AM 1L BC, rezulta cd A;M L BC, deci d(A,, BC) = A;M. Din triunghiul A,AM, «A,AM =

=90° rezultd, conform teoremei lui Pitagora, ca A;A = 3\/E cm.

b) Construim AT L AAM, T € AM. Intrucat AT L AM, AM L BC si BC L AM, vom

obtine, conform reciprocei teoremei celor trei perpendiculare ca AT L (A,;BC), deci

d(A, (A;BC)) = AT. Exprimand in doud moduri aria triunghiului A;AM, obtinem AT =
AA,-AM 615

T TaMm 5 "

c) Cum CC, || BB, deducem ca «(AB,, CC;) = «(AB,, BB,) = «AB;B. Din triunghiul ABB;,

«ABB; =90°, se obtine ca «AB;B =30°.

3. In figura aldturatd este reprezentati prisma hexagonala
regulatd ABCDEFA'B'C’'D’E’F’ in care AB=AA" =2 cm.

a) Aflati lungimea segmentului AC".

b) Aflati mdsura unghiului dintre dreptele E'D" si AC.

c) Aflati tangenta unghiului diedru format de planele
(B'AC) si (ABC).
Solutie: a) Intrucat CC’ L (ABC) si AC < (ABC), rezultd ca
CC’ L AC, deci triunghiul ACC’ are «C = 90°. Conform teore-
mei lui Pitagora, AC” = AC* +CC” = 16 cm, deci AC’ =4 cm.
b) Deoarece AB || E'D’, rezultd ca «(E'D’, AC) =«(AB, AC) = «BAC. Din triunghiul
ABC, cu AB=BC =2 cm si «tABC =120°, rezulta ca «+BAC =30°.
c) Fie M mijlocul segmentului AC. intrucat AB = BC si AM = MC, rezulta ¢ BM 1 AC.
Cum B’A = B'C si AM = MC, rezulta ¢ca B'M L AC. Tinand cont cd (B’AC) N (ABC) =
= AC, BM 1. AC, BM c (ABC), B'M L AC, B'M c (B’AC), deducem ca «((B’AC), (ABC)) =
= «B’MB. Din triunghiul B’'BM, «B = 90°, obtinem tg(«B'MB) = 2.

PROBLEME PROPUSE

1. In figura 1, - ABCDA'B’C'D’ este o prisma patrulatera re- f
gulata in care AB = 23 em si AA’ =2 cm. Fie M punctul de AT B
intersectie a dreptelor A'C" si B'D" si N punctul de inter- I
sectie a dreptelor AD" si DA’
a) Aflatilungimea segmentului MN. A
b) Gasiti masura unghiului format de dreptele MN si D'C. Fig. 1

2

2. Fie ABCDA'B'C’D’ o prisma patrulaterd regulatd in care AB = 24 cm, iar mdsura
unghiului dintre dreapta AC’ si planul (BCC") este egala cu 30°.

a) Aflati distanta de la punctul D" la dreapta AC.

b) Determinati distanta de la punctul D la planul (ACD’).
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V.4. TRUNCHIUL DE PIRAMIDA

Conventii de desen

Trunchiul de piramida regulata se obtine In urma sectiondrii unei piramide re-
gulate cu un plan paralel cu baza, elimindnd piramida ce se formeaza in varf. Inal-
timea unui astfel de trunchi uneste centrele celor doud baze.

Notatii: MM’ =a - apotema trunchiului;

OO’ = h —1naltimea trunchiului.

Observatie: Remarcdm ca In notatiile indicate 4 si-hnu reprezinta apotema, respectiv
indltimea piramidei mici formate.

Aria si volumul unui trunchi de piramidaregulata

P+ h
A= A+ s+ .© 1,;((A:M; b= g'(’(’/}3+’(’//7+ ,*(/B"(‘/h)

2
PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera trunchiul de piramida triunghiulara regulata ABCA'B’C’ cu muchiile
bazelor AB=8 cm, A'B’ =6 cm si Indltimea OO’ =4 cm.
a) Calculati volumul trunchiului.
b) Aflati volumul piramidei din care provine trunchiul.
¢) Determinati aria totala a trunchiului.
Solutie: a) Folosind formula, obtinem ca:

oo’ [
%. = T(‘%BC +‘%’B’C’ + LQ%ABC "%A’B’C’) =

) OO'[ABZ\/E LABE AB-A'B’-JEJ _ ’
3 |4 4 4

- %(16\/3 +93+124/3 ) _ 14843 e,

3
b) Din asemdnarea piramidei VA'B'C’ cu piramida mare VABC, obtinem ca
’V ) - 157 \3 /7/ _
s - AB :z, Atunci w  _04-27 3—7, de unde 7. mare = 25673 cm’.
pir. mare AB 64 /y]:;ir. mare 64 4 3
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TE :gz 8 c¢m, deci BT = 12 cm si, conform teoremei B L’
lui Pitagora, E'T =+ BE”? —BT? =6 cm. Asadar, OO’ =6 cm.
ole 00( ABN3 _AB*3 m
= 2 of +. of -f | = . : E
b) 7. 3 (%+%+,/% %) 3 [6 1 +6 R T

+6 =3724/3 cm’.

AB-A'BA3 j
¢) Fie M mijlocul CD si M’ mijlocul C’'D’. Deoarece triunghiu-
rile COD si C'O’D’ sunt echilaterale, rezultd ca OM = 543 cm

si O'M’ = /3. Dacd M'P L OM, P € OM, atunci MM’ =

) P+ 7). MM’
= 24/21 em. in concluzie, .7, = G+ ) MM _ 7221 em?.

2
PROBLEME PROPUSE

1. O piramida patrulatera regulata are toate muchiile de lungime 8 cm. Sectionam
piramida cu un plan paralel cu baza, care trece prin mijlocul indltimii. Calculati aria
totala si volumul trunchiului de piramida care se obtine.

2. Fie ABCDA'B'C’D’ un trunchi de piramida patrulatera regulatd cu muchiile ba-
zelor AB=18 cm, A’B’ = 6 cm si avand inaltimea OO’ = 6+/3 cm. Calculati aria laterala
si volumul trunchiului.
3. Un trunchi de piramida patrulatera regulatda ABCDA'B'C’D’ are laturile bazelor
AB=12 cm, A'B"'=4 cm si apotema MM’ =12 cm. Calculati:

a) aria laterald si volumul trunchiului;

b) indltimea piramidei din care provine trunchiul.

4. Fie ABCDA’B'C'D/(un trunchi de piramida patrulatera regulata in care AA’" =
= A’B’ =6 cm. Muchia laterala AA’ formeaza cu planul bazei (ABC) un unghi cu masura
de 45°. Calculati volumul trunchiului.
5. Un trunchi de piramida patrulatera regulatd ABCDA’'B’C'D’ are inaltimea OO’ =
=6 cm, latura bazeimari AB =12 cm si volumul 7= 378 cm’,

a) Aratati ca A'B’ =3 cm.

b) Calculati aria laterald a trunchiului.
6. Un trunchi de piramida patrulatera regulata ABCDA'B’C’D’ are centrele bazelor O,

respectiv O’. Se stie ca AA” L OA’, OA’ =6 cm si AO = 6+/3 cm. Calculati volumul
trunchiului.

7. O firma construieste din beton postamentul pentru amplasarea unei statui sub
forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata. Daca lungimea muchiei laterale
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CAPITOLUL VI

RECAPITULAREA MATERIEI
DIN CLASELE V-VII

VI.1. NUMERE NATURALE

1. Determinati:
a) numarul cu 3 mai mare decat 9; b) numarul cu 3 mai mic decat 9;
¢) numarul de 3 ori mai mare decat 9; d) numadrul de 3 ori mai mic decat 9.

2. Calculati:

a)10-2-4; b) 4005 : 15;
c)54:3%+11; d) 18 — (10 -8:2)=3;
)20 -14 - (189 - 2); £)222-22.242242.

3. Consideram numerele 4, b, ¢, d astfel incata=5,b —c=2sid = (2" - 20")*: (4" - 107).
a) Aratati cad =4.
b) Calculati a* + ab — ac — d*.
4. Calculati:
a) (2100 + 2101 + 2102) . 2100; b) 25 y 36 . 64,
c)16*: (2-4>-8; d)9*: (3°+8-3°-6-3%.
5. Determinati:

a) cel mai mare patrat perfect mai mic decat 2020;
b) cel mai mic cub perfect mai mare decat 2020.

6. Determinati numerele de forma 25a divizibile cu 2, dar care nu se divid cu 3.

7. Determinati numerele a7b divizibile cu 5 sicu9.

8. Determinati numerele naturale a si b, stiind cd cel mai mare divizor comun al
numerelor.este 13, iar 17a + b = 351.

9. Fiea, b, ¢ cifre nenule, diferite doud cate doua, si S =abc+bca+cab.
a) Aratati ca numarul S este divizibil cu 37.
b) Determinati S, stiind cd este numar natural de trei cifre.

10. Determinati numerele naturale #, stiind ca 3n + 11l divide pe 70.
11. Aratati cd numarul a=2"+ 2+ ... + 2** se divide cu 42.

12. Arétati cd numarul a = 2*.7"?-28""—4".7"" se divide cu 392 pentru orice
numadr natural nenul n.
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VI1.5. FIGURI GEOMETRICE PLANE

1. Pe o dreaptd se considera punctele A, B, C, D, in aceastd ordine, astfel incat AD =
=15 cm, BC =3 cm si AB = CD. Calculati lungimea segmentului AB.

2. Punctul M este mijlocul segmentului AB si punctul P este mijlocul segmentului

AM. Calculati valoarea raportului

3. Pe o dreaptd se considerd punctele A, B, C, D, in aceasta ordine, iar M si N sunt
mijloacele segmentelor BC, respectiv CD. Se stie cd MN =3 cm, AN =7 cm si BN =
=4 cm. Calculati lungimile segmentelor AB, BC si CD.

4. Raportul dintre masura complementului unui unghi si mdasura suplementului

. . 2 L o
aceluiasi unghi este 5 Aflati masura unghiului.

5. Un unghi are masura de 72°30'.

a) Aflati mdsura complementului unghiului dat.

b) Aflati mdsura suplementului unghiului dat.
6. Pe dreapta AB consideram punctul O, intre A si B. Punctele C si D sunt de o parte
si de alta a dreptei AB, astfel Incat «BOC = «AOD. Aratati ca punctele D, O, C sunt
coliniare.

7. 1. Fied, asib trei drepte in plan.

a)Dacda|bsiald atuncib Ld.

b)Dacda Ldsib Ld, atuncial|b.

II. Fie a, b, a’ si b’ patru drepte in plan astfel incata Lbsia’||a, b || b. Atuncia’ Lb’.
8. In triunghiul ABC avem «B = 65° si «C = 45°. Determinati masura unghiului format
de indltimea din A si bisectoarea unghiului A.
9. Consideram triunghiul dreptunghic ABC, «BAC = 90°, si CD bisectoarea unghiului
ACB, D € AB. Stiind ca AD = 3 cm, calculati distanta de la D la BC.
10. Consideram triunghiul ABC si AD, D € AB, bisectoarea unghiului BAC. Punctele E
si F sunt proiectiile lui D pe AB, respectiv AC. Demonstrati ca AD este mediatoarea
segmentului EF.

11.Fie ABC un triunghi echilateral si D simetricul punctului B fata de punctul C.
Aratati ca triunghiul ABD este dreptunghic.

12. Triunghiurile isoscele ABC si DBC au baza comuna BC. Demonstrati cd AD 1 BC.

13. Considerdm triunghiul ABC dreptunghic in A.
a) Determinati pozitia ortocentrului triunghiului ABC.
b) Determinati pozitia centrului cercului circumscris triunghiului ABC.
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INDICATII SI RASPUNSURI

TESTE INITIALE

Testull.I.1.B.2.C.3.D.4.D.5.C.6.B.7.A.8.D.II.1.a=2,b=%,m =%.2.5%.3.b=

8
=8 cm, (B—b):2=2 cm. 4. a) Conform teoremei inaltimii, AD* = BD - DC. Obtinem ¢ CD.=
=6 cm, BD =12 cm, deci .- = %BC =542 cmz; b) Cu teorema catetei, AB= 6+/6 cm si

AC =6+/3 cm. Din triunghiul EAC, €A = 90°, conform teoremei lui Pitagora, CE = 942 cm.
Deoarece DE este mediand corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul ADB, obtinem DE =
= 316 cm. Asadar, perimetrul triunghiului CDE este 3(J6+2+3v2) em.

Testul 2.1.1.B. 2. A.3.C.4.C.5.A.6.D.7.B.8. C.II. 1. x=3,y=1,2=5,m,=3. 2. 7m + 5d =
=41sid=m+ 1, de unde m =3, d = 4. 3. AB = AC = 3. 4. a) Fie D mijlocul laturii BC.
Triunghiul ABC este isoscel, deci AD L BC. Din triunghiul ABD obtinem AD =15 cm, deci

AD-BC
A ppe = 5

= 180 cm’ b) Fie G punctul de intersectie a medianelor AD si BM. Din
triunghiul BGD, «D = 90°, obtinem ca BG = 13 c¢m, prin urmare BM = 19,5 cm.
Testul 3.1.1.C. 2.B.3.D. 4. A.5.D. 6.B. 7. B. 8. A. II. 1. x :%, Y :%, x+y =2. 2. Orice

modul este nenegativ, decix -y +1=0six+2y—1=0, de unde vyl

x :—%, Yy :g. 3. M ={(-3,-1), (-1, -3), (1, 3), (8 1)}. Reprezen- 1 '

tarea este realizata In figura alaturata. 4. a) <Vppoc = Apep = Fpap — o O i J """" ’

— Ao = 4043813 -6/3=26y3; b) tg(xAPD) = ——J— ." Sk
deci «APD = 60°. Apoi, tg(«BPQ) = Bo_ 1 deci «BPQ = 30°. *:

BP 3’

Rezulta cd «DPQ = 180° = «APD — «BPQ = 90°.

Testul 4.1.1.A.2.B.3.C.4.D.5.C. 6. A. 7.B. 8. A. IL. 1.a =25, b = 3; (8b —a)""' = (-1)""" = 1.
144p
100

2. Dacd p este pretul initial, dupa a doua marire devine TOP . Astfel, =108, de unde

p =75 lei. 3. Raza cercului este jumdtate din diagonala dreptunghiului, adicd 13 cm.
4. a) Daca AM = x, atunci AB = AC = 2x. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul MAC,

obtinem 5x* = 20, deci x =2. Atunci AB=AC =4 cm, BC = 442 cm, deci ;=4 +4 + 42 =
= (8+4\/§ ) cm; b) Triunghiul ABC fiind isoscel, AD este si mediand, deci punctul G este

centrul sdu de greutate. Folosind concurenta medianelor intr-un triunghi, punctele B, G si
mijlocul segmentului AC sunt coliniare.
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ALGEBRA

CAPITOLUL |. INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII IN R

I.1. Multimi definite cu ajutorul unei proprietiti comune elementelor lor

1.A={ei,u};B=1{1,3,579};C=4{0,1}; D=1{2,3,57}.2.a) A={2,5,8};b) B={1,2, 3, 4,
5 ..,95¢)C={9};d)D={0,4,8}.3.a) AUB={-2,0,1,7;b) AnB={1};c) A\ B={-2,7};
d) AxB={(-20),(-21),(1,0),(1,1),(70),(7 1)}4aA={1,235b)B={-2-1,1 2}
c)C={-1,1};d) D={3, 4}.5. a)A={x|xestecifréparé};b)B={x|x=k2,ke N} o) C={x|

xe N,x|8};d)D= {x xzﬁ,ke {1,2,3,4, 5}}.6. a) De exempluy, {-2,2, 6} c Asi{0,2,4}c B;
+

b)200 € B,200¢ A, 201 ¢ A,201 ¢ B,202€ Asi202¢€ B;c)Dacdx e A atunci x =4k +2 =
=2k +1),decixe B;200 € Bsi200¢ A, deci Bz A.7.a) 2018 =3 - 672 +2, deci 2018 € C,
2018 ¢ A, 2018 ¢ B; 2019 =3 - 673, deci 2019 € A, 2019 ¢ B, 2019 ¢ C;2020=3 - 673 + 1, deci
2020 € B, 2020 ¢ A, 2020 ¢ C; b) AN B =O; ¢) Deoarece A U B U C c N si orice x € N se
scrie sub una din formele 3k, 3k + 1 sau 3k + 2, rezultd ca A U B U C=N.8.a) A={(3, 1),

2,3),(1,5), (0, 7)};b) B={(-2, -1), (-1,-2), (1, 2), (2, 1)};€) C =4(1, -2)}. 9. a) |A| = 19; b) |B| =
=11; ¢) [C] = 20; d) |D| = 45. 10. a) A = {o; T 34/2; 0,(2)} ib)B= {3\/5; n},- o C= {0; —g};

d)D= {3\/5} .11l.a) A={1,2,4};b) B=1{0,2,4};¢)C={-5-2,-1,0,1,4}; d) D={-6,-2,0, 4}.
12.M={-4,-3,..,895,A={0,1,2,..,9}, B={+4,-3,-2,-1,0},;C={-2,-1,0,1,2}; D=
={-4,4,5,6,7,8,9}.13. Se verificA Ac Bsi BC A. Dacax e A, rezulta cax=2k+1=201-
- 200 + 2k =201 — 2(100 — k) = 201 - 2p, iar k € Z implicd p € Z, deci x € B si, astfel, A c B.
Analog se demonstreaza ca B c A. 14. Fiecare multime contine cate un singur element,
astfel: a) P — mijlocul segmentului BC; b) Q — centrul cercului circumscris triunghiului ABC;
c) R este mediatoarea segmentului AB; d) S — centrul cercului inscris in triunghiul ABC.
15. a) B, este multimea acelor puncte avand coordonatele egale. Toate aceste puncte sunt
coliniare si formeaza o dreaptd, numitd prima bisectoare (figura 1); b) B, este multimea acelor
puncte avand coordonatele opuse. Toate aceste puncte sunt coliniare si formeaza o dreapts,
numita a doua bisectoare (figura 2); c) C este segmentul cu capetele M,(-1, -1) si My(1, 1)

(figura 3).
y y y
A M
0 X O x o : x
Ml' ......
Figura 1 Figura 2 Figura 3
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CapitoruL HI. FUNCTII

l1I.1. Notiunea de functie

1. a) Nu: unui judet 1i corespund mai multe orase; b) Da; g(Arges) = Pitesti; g(Cluj) = Cluj-
Napoca; g(Maramures) = Baia Mare; g(Vrancea) = Focsani; c) Da; h(Barlad) = Vaslui;
h(Husi) = Vaslui; h(Petrosani) = Hunedoara; h(Deva) = Hunedoara; h(Orastie) = Hunedoara.
2. a) Da; b) Nu; c¢) Da; d) Da; e) Nu; f) Nu. 3. Notam cu A domeniul si cu B codomeniul.
a)A=1{1,2,3},B={a b};b) A={0,1}, B={-1,1,3}; c) A={L], <>, Oy, B= {A, \VynyY
4.a) A={-1,1, 2,3}, Im f={a, b, ¢, d}, iar codomeniul poate fi orice multime B care include
{a,b,c,d};b) A={-2,-1,0,1,2},Imf={0, 1,4}, B5 {0, 1, 4}. 5. a) Domeniul este {-3, -2, 0, 1},
codomeniul este {-3, -2, -1, 0, 1, 2}, iar imaginea este {-2, -1, 1, 2}; b) Domeniul este {-2, -1,
0, 1, 2}, codomeniul este {-1, 0, 1, 2, 3, 4}, iar imaginea este {0, 1, 4}. 6. a) f: {0, 1, 2, 3,4} — B,
f(x)=(-1)=%; Im f={-1, 1}; B poate fi orice multime care include Im f; b) £ {0, 1, 2, 3, 4} — B;
fx)=2x-1;Imf={-1,1, 3,5, 7}; B poate fi orice multime care include Im f. 7Z.a) B={-1, 1, 7};
b)A={-2,-1,0,1,2}.8.a) R\ {1}, b) [2, +ec); c) R. 9.a=b=1, A=7Z.10. a) -2; 3; b) Im f =

={3,-1,1,3). 1L a) m, = 1, m, = 9; b) A=~2[(@y2 +1)— (24 1)]=2(a=b) € Z. 12. a) 115;

b)0.13.a)x=%;b)x=1;c)xe 1,3} 4. xe [-3,1]. 15.a) F(N2)=£({3)=3(3-+2) >0,
deci f(N2)> £(y3); b) f[%]:% Q f(0)=+2e R\ Q. 16.a) m e {0, 1}; b) 1—(1)1.

17. a) f(0)=0, f(5)=5, f(9)=2, f(1000) =6, f(3008)=03b) Im f= {0, 1, .., 6}. 18. a) f(-5) =

=25; f(—\/§)=3,f(—1) =1,f(\/§) =2,f(2)=2,f(4)=3;b) Observam ca x € (—eo, 1] = f(x) 2 1,
xe (1,2l = f(x)=2,x € (2, ) = f(x)€ (1, o), prin urmare f(x)=1, V x € R. 19. a) Tre-

cem x — x + 1 si obtinem ca f(x)=2x+3, V x € R; b) Trecem x — % si obtinem ca
2
f(x) =xZ , V x e R.20.a) Ludm x =-1 in relatia din ipoteza; obtinem ca f(0)=-2- f(0), de
unde f(0) =-1; b) Tnf(x +1)=2x+1, trecem x — x — 1, obtinand f(x)=2x-1, Vx e R.
21. a) f(a)=1,f(b)=2,f(c)e {1, 2}, deci existd doua asemenea functii; b) f(b)= f(c)=2,
f(a) € {1, 2}, deci exista doua astfel de functii. 22. a) f (1) =f(2) =... = f(10) = 1, deci existd o
singurd functie; b) existd un unic 7 € {1, 2, ..., 10} pentru care f (i) =1, iar f(j) =0, V j # i
obtinem 10 astfel de functii. 23. s(t) = 70t, respectiv s(t) = 50 + 70¢. 24. u(t) = 6¢. 25. b) g(n) =
= 800-n— f(n)=4001-10000000; ¢(20000) = —2000000 < 0, g(30000) = 2000000 > 0; la o pro-

ductie de 20000 unitdti, fabricantul are o pierdere de 2000000 lei, iar la o productie de
30000 masini de spalat, are un profit de 2000000 lei; c) n >25000; pentru aceste valori ale lui
n, fabricantul are profit.

111.2. Graficul unei functii

1 a) sz {(0, 1)/ (1, 2)/ (2/ 3)}; b) sz {1, 1), (Or 0)/ (1r 0)/ (2, 4)}; C) sz {(1/ _1)1 (3r -1), (4r 1)};
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GEOMETRIE

CAPITOLUL IV. ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATIU

IV.1. Puncte. Drepte. Plane

1. 180°. 2. P: A; P: F; P52 A. 3. a) AB si CD sunt necoplanare, D ¢ o; b) (ABC) N oo = AB;
¢) (ACD) n (BOC)=CD. 4. P;: A; P,: F; P;: A; Py: A. 5. a) Sunt 8 drepte: AB, AC, AD, BC, CD,
DB, AM si BM; b) Sunt 5 plane: (ABC), (ACD), (ABD), (BCD), (ABM). 6. a) Sunt 7 plane:
(ABC), (PAB), (PBC), (PCD), (PAD), (PAC), (PBD); b) (PAC) n (PBD) = PO, unde {O} =
= AC N BD; c) AB si CD sunt paralele, AC si BD sunt concurente, iar PA si BC sunt necopla-
nare. 7. a) Dreptele concurente AC si BD determina un plan, iar punctele A, B, C, D apartin

acestui plan; b) .75, = 260 cm’; c) Deoarece % # g—g , rezulta ca dreptele coplanare AB si

DC sunt concurente intr-un punct P. Avem P € AB c a.si P € CD, deci planul o si dreapta
CD au un punct comun. 8. Dreptele BD si EF sunt concurente in mijlocul segmentului AC,
deci determind un plan. Punctele B, F, D, E apartin planului o, deci sunt coplanare.
9. Punctele A, O, C sunt coliniare, deci punctele A, C, E, O sunt coplanare. 10. Medianele
AM, BN si CP ale triunghiului ABC sunt concurente in G. Cele trei plane considerate contin
dreapta DG.

IV.2. Piramida

1. a) piramida patrulaterd; b) piramida triunghiulard sau tetraedru; c) piramidad hexago-
nald; d) piramida triunghiulard sau tetraedru; e) piramida pentagonald. 2. De exemplu:
a) unele cutii pentru lapte, unele corturi; b) piramidele egiptene, unele acoperisuri.
4. a) piramida triunghiulard; b) piramida patrulaterd; c) piramida hexagonald. 5. 60 cm.
6.12 m. 7. 44/3 cm’. 8. 45 em. 9. 273 em’. 10. a) 2, =6(1+/3) cm; b) MN =312 em;
¢) (ANB) N (CMD) = MN. 11. Deoarece MP = 3\/5 cm si MN = NP =3 cm, avem MP* = MN” +
+ NP?, deci «MNP = 90° si atunci %, = 4,5 cm’. 12.24 cm. 13. a) (ADE) n (CDF) = BD;
b) (ABC) N (DEF) = EF. 14. 33 cm si 12 cm”. 15. 3243 dm? 16. a) AB=12, VM = % =6 cm;

b) CV? + VM* = CM* = «CVM = 90°; ¢) VO = 2\/5 cm. 17. Triunghiul ABC este echilateral,

deci AM =%ﬁ = 6 cm = VA. 18. 49 cm®. 19. 48 cm. 20. MP = 6 cm, SO = 4 cm. 21. 4 cm?,

/3 cm® 22.Daci VA = AB = 4, atunci BD =ax/2, ciici BD este diagonala patratului ABCD
ct AB =a. Cum VB* + VD? = 24> = BD?, rezultd ca VB L VD. 23. Deoarece VA = AC = CV =

3
2

cm’. 24. a) 12(1+\/E) cm;

= av2 , rezultd ca triunghiul VAC este echilateral, deci .7, =

b) 60°. 25. Cum diagonala BD a patratului ABCD este egald cu 82 cm, avem VD + VB =

2
= (8«/5 ) = BD?, deci «BVD = 90°. AplicAnd teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice

253
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CAPITOLUL VI. RECAPITULAREA MATERIEI DIN CLASELE V-VII

VI.1. Numere naturale

1.a) 12;b) 6; ¢) 27;d) 3. 2. a) 2; b) 267; ¢) 17; d) 0; e) 20; f) 167. 3. b) 19.4. a) 7; b) 18; ¢) 4; d) 3.
5. a) 44°; b) 13°. 6. 250, 254, 256. 7. 270 si 675. 8. a =13, b =260 sau a = 26, b = 169. 9. a) S =
=111(a +b+¢) si 111 =37 - 3, deci se divide cu 37; b) S € {666, 777, 888, 999}.10. n=0, 2, 3 sau
23. 11. Evident, a se divide cu 2. Cuma=(2+2) + (2°+2 + ... + 2 +2")=2.3+2’.3 +
+... 427 35ia=2+22+2)+ (2" +2°+ 2+ ...+ (2% +272+2)=2.7+2" . 7+ ... +27. 7,
deducem ca a se divide cu 3 si cu 7. Astfel, a se dividecu2-3-7=42.12.a=2-4"- 78 ge

divide cu 2 - 4 - 7° = 392 pentru n = 1. 13. % 14. b) % 15. A={2,3,4}; B={3,4,5, 6}.

16. a) Elementele multimii A sunt de forma3n+1,1n=1,2,3,...,99,deci203=3-67+2¢ A;

b) 99 de elemente; c) m, = SA+2+ 99+ 99)+99
este echivalenta cu 4a = 5(b + 2), deci 4a se divide cu 5. Gasim a=5, b =2.19..a) n =9(11a - b);

b) 1, = 18, 11,0 = 882. 20. Dacd a < 4, rezultd abc +ab+a <499 +49 + 4 < 628. Pentru a > 6,

=3-50+1€ A.17.a=2,b=5,c="7.18. Relatia

rezulta abc+ab+a =600 + 60 + 6 > 628. Prin urmare, 2 =5. Pentrua=>5, gdsim bc+b =73 si,
de aici, b = 6 si ¢ = 7. In concluzie, abc = 567. 21. 720, 721, ..., 729. 22. a) a =2 - 3*- 7; b) Din
a-b=(a0b)-[a b], deducem b = 48. 23. Fie n numadrul cautat. Atunci n=12x +9, n =15y + 12
sin=17z,x,y, z€ N. Rezultd n + 3 =12(x + 1) = 15(y +1), deci n + 3 se divide cu 12 si 15. Prin
urmare, 1 + 3 este multiplu de 60, de aici n € {57,117, 177, 237, 297, 357, 417, ...}. Cum n se
divide cu 17, prima valoare convenabila este 1 = 357. 24. Fie n numarul cautat. Atunci n =
=12x+7,n=15y+7,n=18z+7, x, y, z € N*. Astfel, n — 7 este multiplu de 12, 15 si 18. Prin
urmare, 1 — 7 este multiplu de 180. Cum n este minim si x, y, z € N¥, gdsim n = 187. 25. Din
teorema Impartirii cu rest, 77=n-x+5,182=n-y+2,225=n-z+3, n > 5. Rezultd cd n este
divizor al numerelor 72, 180 si 252. Cel mai mare divizor comun al numerelor 72, 180 si 252
este 36. Prin urmare, n este divizor al numarului 36 si n > 5. Rezulta n € {6, 9, 12, 18, 36}.
26. a) 18; b) 106; c) 27; d) 42; e) 108; f) 8.27.3,4,5,6,7.28.a) Cuma +b +c =432, c =234 +
+a+b, deducemc=333sia+b=99 Db) (g b) e {(1,98), (2,97), ..., (44, 45)}, deci a,,,, = 44;
) 44 de perechi. 29. Fie x randuri cu 16 scaune. Atunci 16 - x + 18(20 — x) = 350, deci x = 5;
15 randuri au cate 18 scaune. 30. Fie n numarul bancilor din clasd. Atunci numarul elevilor
din clasa va fi 2n + 3 si 3(n — 3) + 2. Rezulta 2n + 3 = 3(n — 3) + 2, deci n = 10. Sunt 23 de elevi.
31. Fie a si b numarul de elevi care participa numai la olimpiada de fizicd, respectiv numai
la cea de chimie, iar ¢ numarul de elevi care participa la ambele olimpiade. Rezulta ca
a+b+c=24,a+c=18,b+c=13. Deducem a =11, b =6, c=7. 32. Fie n numarul cartilor de
pe al doilea raft. Atunci 2(3n — 10) = n + 10, deci n = 6. Pe primul raft sunt 18 carti.

VI.2. Numere intregi. Numere rationale
1. a) 12; b) -18; c) 25; d) -1; e) -1, f) —18. 2. a) -3; b) 0; ¢) 25; d) —4. 3. (2, -2); (2, -1); (1, -1).
4.0=-1;,5=1.5.-2.6. (x, y) € {(0,-3), (0, 3), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, -5)}. 7. a) 38; b) —15;

286
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